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Lühikokkuvõte. Bakalaureusetöö eesmärk on uurida Riemanni dzeetafunktsiooni
omadusi. Alustame Baseli ülesandest ning põhilistest Riemanni dzeetafunktsiooni
omadustest. Töö põhitulemuseks on Riemanni dzeetafunktsiooni funktsionaalvõr-
rand. Töö lõpus tutvustatakse funktsiooni nullkohti ning Riemanni hüpoteesi.
CERCS teaduseriala: P140 Read, Fourier analüüs, funktsionaalanalüüs.




Abstract. The purpose of this Bachelor's thesis is to explore properties of the
Riemann zeta function. We start by introducing the Basel problem and some fun-
damental properties of the Riemann zeta function. The main result of the thesis
is the Riemann zeta function's functional equation. At the end of the thesis we
touch on zeros of the Riemann zeta function and the Riemann hypothesis.
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analy-
sis.
Keywords: Complex functions, series.
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Sissejuhatus
Riemanni dzeetafunktsioon on oluline erifunktsioon, mis on leidnud laialdast ka-
sutust matemaatikas ja füüsikas. Funktsiooni käitumine nii reaalarvulise, kui ka
kompleksarvulise muutuja korral on tänapäevani suuresti teadmata. Seetõttu on
dzeetafunktsioon aluseks mitmetele laialt tuntud lahendamata probleemidele.
Töö eesmärgiks on anda elementaarne ülevaade Riemanni dzeetafunktsioonist.
Käesolev töö on peamiselt referaadi vormis ning käsitleb lihtsamaid dzeetafunkt-
siooni omadusi ja annab lühida ülevaate käsitletava valdkonnaga seotud lahenda-
mata probleemidest.
Töö koosneb neljast peatükist.
Esimeses tutvustatakse vajalikke eelteadmisi, mida on vaja, et mõista järgnevas
neljas peatükis saadud tulemusi. Vajaminevad teadmised kuuluvad algebra, arvu-
teooria, kompleksmuutuja funktsiooniteooria ja matemaatilise analüüsi valdkonda.
Teises peatükis uuritakse Riemanni dzeetafunktsiooni käitumist argumendi korral,
mille reaalosa on suurem ühest. Peatükis antakse Riemanni dzeetafunktsiooni de-
finitsioon ja tutvustatakse selle omadusi.
Kolmandas peatükis uuritakse Riemanni dzeetafunktsiooni käitumist tervel komp-
lekstasandil välja arvatud punktis. Peatüki põhitulemus on funktsionaalvõrrandi
esitus koos tõestusega.
Neljandas peatükis sõnastatakse Riemanni hüpotees, tutvustatakse selle ajalugu
ning antakse lühitutvustus nullkohtadest.
Põhiline kasutatud kirjandus töös on E. C. Titchmarch'i õpik pealkirjaga The





Märkus 1.1. Erinevalt traditsioonilisest kompleksmuutuja tähistusest z, tähistas
Riemann dzeetafunktsiooni kompleksmuutujat tähega s. See tähistusviis sai alguse
teosest [Rie].
Definitsioon 1.2. Funktsiooni f : C → C nimetatakse analüütiliseks punktis
z ∈ C, kui f on arendatav astmeritta punkti z mingis ümbruses.
Definitsioon 1.3. Olgu funktsioonid f ja g analüütilised vastavalt piirkondadesD
ja G ning D∩G 6= ∅. Olgu f(z) = g(z) ∀z ∈ D∩G. Analüütiliseks jätkamiseks
nimetatakse f määramist piirkonnas G järgnevalt
f(z) = g(z) ∀z ∈ G.









un(z) koondub ühtlaselt hulgal Z.




an koondub siis ja ainult siis, kui mittenegatiivne, pidev




Definitsioon 1.6. Integreeruva funktsiooni f : R → C Fourier' teisenduseks





kus ξ ∈ R.
Definitsioon 1.7. Schwartzi funktsiooniks nimetatakse funktsiooni f : R →




xkf (n)(x) = 0.








Poissoni summeerimisvalemi tõestuse leiab [Jia].
Lause 1.9. Funktsioon f(x) =
sinx
x













kus x ∈ R.












iga n, k ∈ N korral.
Tõestuse lausele 1.10 leiab [Cla] leheküljel 12.
Definitsioon 1.11. Punkti z0 nimetatakse funktsiooni f iseäraseks punktiks,
kui f pole regulaarne, ehk diferentseeruv punktis z0.
Definitsioon 1.12. Iseärast punkti z0 nimetatakse funktsiooni f kõrvaldatavaks








Definitsioon 1.14. Funktsiooni f resiidiks funktsiooni isoleeritud iseärases punk-







kus γ on punkti a sellise ümbruse raja, mis ei sisalda teisi funktsiooni iseäraseid
punkte.
Lause 1.15 (Weierstrassi koonduvustunnus). Olgu g : [c,∞]→ R selline ühe








f(x, t)dt koondub ühtlaselt lõigus [a, b].
Tõestuse lausele 1.15 leiab [LZ] leheküljel 135.
Teoreem 1.16 (Päratu parameetrist sõltuva integraali diferentseeruvus).
Olgu f ja tema osatuletis
∂f
∂x










dub ühtlaselt lõigus [a, b], siis funktsioon F : [a, b] → R on pidevalt diferentseeruv







Tõestuse lausele 1.16 leiab [LZ] leheküljel 137.




Tõestus. Esmalt paneme tähele, et funktsioon on lõpmata palju kordi diferentsee-
ruv reaalteljel. Funktsiooni tuletised avalduvad kujul
f (n)(t) = Pn(t)e
−t2pix.
kus Pn on n-ndat järku polünoom. Iga suvalise n, k ∈ N0 korral võime kasutada
L'Hospitali reeglit ning saame tulemuseks
lim
t→±∞
tkf (n)(t) = 0.
Järelikult f on Schwartzi funktsioon.
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Lause 1.18 (Monotoonse koondumise teoreem). Kui mittekahaneva jada












Tõestuse lausele 1.18 leiab [Tho] lehekülgedel 547− 550.
Märkus 1.19. Võttes funktsioonide jadaks rea osasummade jada, saame raken-




















koondub, kui s ∈ (1,∞).




rahuldab kõiki Maclaurin-Cauchy integraaltunnuse tingimusi. Kuna iga s ∈ (1,∞)



























igal hulgal σ ∈ [σ0,∞) ja t ∈ R, kus σ0 ∈ (1,∞).














Võtame arvesse, et kehtib

















koondub ühtlaselt, kui Re(s) > σ0 > 1.
Eelnevad lemmad andsid meile vastuse rea koondumise kohta. See lubab meil de-
fineerida funktsiooni ζ.
















+ . . . , (2.1)
nimetatakse Riemanni dzeetafunktsiooniks.
Paneme tähele, et ühtlasest koondumisest järeldub lihtsasti Riemanni dzeetafunkt-
siooni analüütilisus hulgas {s : s ∈ C, Re(s) > 1}, kuna saame rida diferentseerida
liikmeti. Järgmine lemma näitab, et Riemanni dzeetafunktsiooni saab defineerida
ka läbi lõpmatu korrutise.









kus P on kõikide algarvude hulk, on ekvivalentsed Riemanni dzeetafunktsiooni de-
fineerimisel.
Tõestus. Definitsiooni kohaselt

































+ . . . .











































































Selle ülesande püstitas Pietro Mengoli aastal 1644 Baseli ülesande nime all. Ülesan-





summa. Järgneb Euleri poolt esitatud rea summa tõestus.











Funktsiooni p nullkohad on x = ±kpi, k ∈ N. Kasutades lauset 1.9, avaldub funkt-





































































+ . . .
)
.
Viimane võrdus on põhjendatud sellega, et võrduse vasakul pool on lõplik piirväär-





koondub. Järelikult on piirväärtus summast piirväärtuste summa. Kasutades va-













































Järgneb alternatiivne tõestus Baseli probleemile, mis kasutab sobiva funktsiooni
Fourier' ritta arendust. Selle väljatoomise põhjuseks on erinev lähenemisviis tões-
tuses.








[an cos(nx) + bn sin(nx)] ,

























x2 cos(nx)dx = (−1)n 4
n2
, n ∈ N,






























































2.2 Paarisarvulise argumendiga Riemanni dzeeta-
funktsioon
Loomulik jätk Baseli probleemile on uurida Riemanni dzeetafunktsiooni teiste po-
sitiivsete paarisarvuliste väärtuste korral. Esmalt, defineerime Bernoulli arvud ge-
nereeriva funktsiooni kaudu.
Definitsioon 2.5. Esimene Bernoulli arv on B0 = 1. Järgnevad avalduvad eks-
ponentsiaalse genereeriva funktsiooni kaudu
x







Näide 2.6. Esimesed 9 Bernoulli arvu on













Lemma 2.7. Kõik ühest suuremad paaritud Bernoulli arvud on nullid, ehk k ∈ N
korral kehtib
B2k+1 = 0.
Tõestus. Definitsiooni kohaselt kehtib
t


















Paneme tähele, et võrduse vasakul pool on paarisfunktsioon
t




2t+ t(et − 1)














2 − e− t2 ,
−t



















2 − e− t2 .
Järelikult kehtib Bk = (−1)kBk, kui k 6= 1 ning sellest järeldub, et B2k+1 = 0, kui
k ∈ N.
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, k ∈ N,
kus B2k on Bernoulli number.










Tehes muutujavahetuse x = −iu
2
, fikseerides u ∈ (−2pi, 0)∪ (0, 2pi) ja võttes natu-























Kuna funktsionaalrida võrduses (2.5) koondub punktiviisi vaadeldavas piirkonnas

















koondub ühtlaselt samas vahemikus, seetõttu on liikmeti diferentseerimine põh-



























































eu − 1 .
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Asendades saadu tagasi võrdusesse (2.6), saame
u









Võrduse vasaku poole teisendamisest järeldub
u































Teame lemma 2.7 põhjal, et paaritud Bernoulli arvud on nullid. Järelikult avaldub
eelnevalt leitud rida järgmiselt
u






























































































































Järgneb alternatiivne moodus positiivse paarisarvulise argumendi korral Riemanni
dzeetafunktsiooni väärtuste leidmiseks. Selle keskne idee seisneb sobiva funktsioo-
ni Fourier' ritta arendamises.
Arendame funktsiooni f(x) = x2p, kus p ∈ N, Fourier' ritta piirkonnas [−pi, pi].





























x2p cos(nx)dx, n ∈ N,
bn = 0.



































pi2p−1(−1)n − 2p(2p− 1)
n2
In,2(p−1), p ∈ N.
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Pannes tähele, et In,2p sisaldab tegurit
1
n2p
, saame kasutada seda võrduse (2.8)
reas ζ(2p) arvutamiseks. Selleks, et leida ζ(2p), peame teadma järgemööda väär-
tusi In,0, In,2, . . . , In,2(p−1), In,2p koos väärtustega ζ(2), ζ(4), . . . , ζ(2(p− 1)). Leitud
algoritm lubab meil arvutada ζ(2p) iga p ∈ N jaoks.





















































= 1.0173 . . . ζ(8) =
pi8
9450




= 1.000994 . . . ζ(12) =
691pi12
638512875
= 1.000246 . . . .
Näidete põhjal võib arvata, et paarisarvulise argumendi kasvades läheneb Rieman-
ni dzeetafunktsioon väärtusele 1. Järgnev lemma annab sellele vastuse.




Tõestus. Kuna ζ on ühtlaselt koonduv lemma 2.2 märgitud poollõikudes, siis saa-





















Eelnevates peatükkides käsitlesime funktsiooni ζ määramispiirkonnaga {s : s ∈
C, Re(s) > 1}. Esmalt näitame, et seda saab analüütilise jätkamise teel laiendada
piirkonnaks D := {s : s ∈ C, Re(s) > 0, s 6= 1}.
Teoreem 3.1. Riemanni dzeetafunktsioonil leidub analüütiline jätk hulgale D.
Tõestus. Esmalt leiame analüütilise jätku hulgale
D1 :=
{
s : s ∈ C, Re(s) > 0, s 6= 2kpii
ln 2
+ 1, k ∈ Z
}
.




































Liidetavate ümberjärjestamine võrduses (3.1) on põhjendatud absoluutse koondu-








on analüütiline hulgal D1 ja hulgal
D2 = {s : Re(s) > 1} kehtib f = ζ, siis saame Riemanni dzeetafunktsiooni ana-










Järgmiseks näitame, et punktides
2kpii
ln 2






























Teame, et funktsiooni F määramispiirkond on Re(s) > 0 teoreemi 1.10 põhjal.
Paneme tähele, et
ζ(s)− F (z) = 3
3s
ζ(s)⇒ ζ(s) = 1
1− 31−sF (s).
Sellega oleme analoogiliselt leidnud funktsiooni ζ analüütilise jätku hulgale
D3 :=
{
s : s ∈ C, Re(s) > 0, s 6= 2kpii
ln 3
+ 1, k ∈ Z
}
.
Kuna D1 ∩ D3 = {1}, siis leidub Riemanni dzeetafunktsioonil analüütiline jätk
hulgale Re(s) > 0, s 6= 1.




























Võrduses (3.4) kasutasime funktsiooni ln Taylori rida ning võrduses (3.5) kasuta-
sime L'Hospitali reeglit. Kuna leitud piirväärtus on lõplik, siis saame järeldada, et
punktis s = 1 on funktsioonil ζ esimest järku poolus.
Järgmiseks tuletame Riemanni dzeetafunktsiooni funktsionaalvõrrandi, mis lubab
laiendada analüütilise jätkamise teel dzeetafunktsiooni määramispiirkonda laien-
dada hulgaks {s : s ∈ C,Re(s) 6= 1}. Funktsionaalvõrrandi tuletame algupärasel
viisil, nagu seda tegi Bernhard Riemann.
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Lause 3.3. Funktsiooni f(t) = e−t


















Kuna iga [a, b] ⊂ R, ξ ∈ [a, b] ja y ∈ R korral kehtib∣∣∣∣ ddξ e−y2e−2piiξy
∣∣∣∣ = |e−y2(−2piiy)e−2piiξy| = 2pi|y|e−y2
ning päratu integraal ∫ ∞
−∞
2pi|y|e−y2dy = 2pi








koondub ühtlaselt igas vahemikus. Järelikult võime parameetrist sõltuvat päratut






























gˆ(ξ) + 2pi2ξgˆ(ξ) = 0. (3.8)
Diferentsiaalvõrrandi (3.8) lahend on
gˆ(ξ) = ce−pi
2ξ2 ,




















































Teoreem 3.5. Riemanni dzeetafunktsiooni saab analüütiliselt jätkata tervele komp-
lekstasandile, välja arvatud punktid s = 1 ja s = 0. See avaldub läbi järgmise valemi















Tehes muutujavahetuse z =
s
2















Summeerides üle n ∈ N ning kasutades Riemanni dzeetafunktsiooni definitsiooni,




















Summamärgiga integraali alla minemine võrduses (3.9) on põhjendatud sellega, et





xσ−1e−nxdx, mis käitub nagu geomeetrine rida
ning koondub σ > 1 korral. Kuna s = σ + it korral kehtib∣∣∣x s2−1e−n2pix∣∣∣ = ∣∣∣xσ2−1+ it2 e−n2pix∣∣∣ = xσ2−1e−n2pix < xσ−1e−nx,










































Järgmiseks tõestame funktsionaalvõrrandi ψ jaoks. Vaatame funktsiooni f(n) =
e−n


























Lause 1.17 põhjal f rahuldab Poissoni summeerimisvalemi eeldusi. Poissoni sum-





























































































































































































aga võrduse parem pool on defineeritud tervel komplekstasandil, välja arvatud
punktides s = 1, 0, saame funktsiooni ζ analüütiliselt jätkata hulgale C \ {0, 1}.









































































































Tõestus. Olgu φ(x) suvaline funktsioon, millel on pidev tuletis vahemikus (a, b).










































































millest järeldub tulemus (3.13). Olgu φ(n) = n−s, kus s 6= 1 ja a, b ∈ N. Siis

































on tõkestatud, siis integraal koondub Re(s) > 0 korral ja ühtlaselt
koonduv igas kinnises hulgas, mis jääb imaginaarteljest rangelt paremale. Järeli-
kult määrab saadud tulemus analüütilise funktsiooni ning see on võrdne funktsioo-
niga ζ, kui Re(s) > 0.
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Tõestus. Kasutame lauset 3.2 ning tähistame s := 1− s
lim
s→1
(s− 1)ζ(s) = 1⇔ lim
s→0
sζ(1− s) = −1.
Kasutades Riemanni dzeetafunktsiooni funktsionaalvõrrandit, saame
lim
s→0



























= 1. Tulemusest (3.17) järeldame, et
punktis s = 0 on Riemanni dzeetafunktsioonil kõrvaldatav katkevuspunkt. Saame selle




Lemma 3.8. Riemanni dzeetafunktsioonil on nullkohad väärtustel s ∈ {−2,−4,−6, . . .}
Tõestus. Teame, et Re(s) < 1 korral on Riemanni dzeetafunktsioon defineeritud järgmi-
selt





Asendades s = −2k, kus k ∈ N, saame





Γ(1 + 2k)ζ(1 + 2k)
= 2−2kpi−2k−1 sin (−kpi) Γ(1 + 2k)ζ(1 + 2k).
Kuna sin(−kpi) = 0, siis
ζ(−2k) = 0.
Definitsioon 3.9. Riemanni dzeetafunktsiooni triviaalseteks nullkohtadeks nimeta-
takse nullkohti s ∈ {−2,−4,−6, . . .}.
Definitsioon 3.10. Riemanni dzeetafunktsiooni kriitiliseks ribaks nimetatakse hulka
{s : Re(s) ∈ (0, 1), s ∈ C}.
Lemma 3.11. Riemanni dzeetafunktsioonil pole mitte-triviaalseid nullkohti väljaspool
kriitilist riba.
25









Kuna kõik teguritest on nullist erinevad, siis ei leidu Riemanni dzeetafunktsioonil null-





If I were to awaken after having slept for thousand years my
first question would be: Has the Riemann hypothesis been proven
-David Hilbert
Bernhard Riemann esitas omanimelise hüpoteesi aastal 1859 ilmunud töös Ueber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse. Seda võib sõnastada järgmiselt:
Riemanni dzeetafunktsiooni kõikidel mittetriviaalsetel nullkohtadel on reaalosa 1/2.
Hüpotees on püsinud tänapäevani lahendamata ning see on valitud ka millenniumi üles-
annete hulka. Järgnevalt esitame hüpoteesi viisil, nagu seda tegi Riemann aastal 1859.
Enne selle sõnastamist, defineerime ksiifunktsiooni, suure ksiifunktsiooni ja teoreemi suu-
re ksiifunktsiooni kuju kohta.











kus s ∈ C \ {1}.








kus t ∈ R.
































































































































































(1− s)x s−12 −1 + sx− s2−1
)
dx.























−2x s−12 − 2x− s2
)
dx.






−2x s−12 − 2x− s2
)
= 0.


































ning võttes x = 1, saame võrduse
1
2
+ ψ(1) + 4ψ′(1) = 0. (4.3)











































































































Riemanni hüpoteesi sõnastus algupärasel viisil on: Funktsiooni Ξ kõik nullkohad on reaal-
sed. See on samaväärne peatüki alguses esitatud sõnastusega.
Järgmiseks sõnastame Hardy teoreemi. Seda peetakse üheks olulisemaks edusammuks
Riemanni hüpoteesi tõestamisel. Teoreem ei anna vastust Riemanni dzeetafunktsiooni
nullkohtade paiknemise kohta, vaid väidab, et mittetriviaalseid nullkohti on lõpmatu
palju.
Teoreem 4.4 (Hardy teoreem). Riemanni dzeetafunktsioonil on lõpmatu palju null-
kohti reaalosaga 1/2.
Hardy teoreemi tõestuse leiab [Tit] lehekülgedel 214− 221.
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